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Problema 1. (Autor: Lucian Tutescu)

Fie a,b € N* gi x,y € R cu proprietatea ca asinx + bcosy si acosx + bsiny sunt
numere rationale strict pozitive. Aratati ca exista ki, ks € N* pentru care cel putin
unul dintre numerele &y sinx + kg cos x si k1 siny + k5 cos y este numar natural nenul.

Solutie:

Fie ¢ = asinx 4+ bcosy, g = acosx + bsiny.

Atunci b% cos? y = ¢? +a? sin® v — 2qrasin v si b? sin® y = ¢2+a? cos® x — 2¢oa cos x, deci
b = @@ +¢3+a*—2a(q sinz+qp cos x), adicd 2a(qy sinx+qo cosx) = ¢G+q5+a*—b* =
A. Analog, avem 2b(q; siny + gz cosy) = ¢} + g5 — a®* + b* = B. (3p)

Cum A+ B = 2(¢? + ¢3) > 0, cel putin unul dintre A si B este strict pozitiv. Daca
de exemplu A = %’ > 0, atunci 2ga(q; sinz + go cosz) = p. Inmultind cu numitorul
comun al ¢ §i g2, obtinem concluzia. (4p)



Problema 2. (Autor: Cristi Savescu)

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, M € (AB) si N € (AC), P mijlocul lui [M N],
@ mijlocul laturii BC' i D € (BC) piciorul bisectoarei din A. Daca AD = 2PQ),
aratati ca:
1 1 1 1
< + < — .
max{BM,CN} = AB  AC ~— min{BM,CN}

Solutie:
Daca BM = C'N, atunci ]@ = —m“ﬁ =M. (ﬁ—}g + f?c) = BM. —Ac'ﬁffg'ﬁ.
1 1

: _ ACAB+AB-AC _ AB-AC 1,1
Mai departe, E = S Lot os Y 21@ deci 45 + 46 = 357 = oN-

AB+AC BM(AB+AC)?
(2p)

Daca BM < CN, atunci fie My € (BA, Ny € (CA pentru care BMy = CN si
CNy = BM. Notam T, S mijoacele M Ny, MyN.

Conform aceluiasi algoritm ca mai sus, vom avea

76 _ BMAC. B+AB,@ BM 11 oy

5 AB-AC > Gt ac)
deci TQ = BM - PQ - (45 + 45) si

56 ONAC. EJFABﬁ ON 1 1. o

5 AB - AC > g tae)
deci SQ = CN - PQ - (55 + 45)- (2p)

Se observa ca trunghiurile PT'Q si S PQ sunt obtuzunghice, pentru ca TQ||AD, SQ||AD
si atunci £ PT'Q este unghiul obtuz dintre AC si AD iar LSPQ > £SPT, care este
unghiul obtuz dintre AB si AC, deci TQ) < PQ < S(@Q, de unde rezulta concluzia.

(3p)

Y



Problema 3. (Autor: Cristi Savescu)

Spunem despre un gir (a,)n>0 ca este aritmetic daca acesta este constant, este peri-
odic de perioada 2 sau este periodic de perioada p > 3 si (an,)o<n<p—1 €ste o progresie
aritmetica. De exemplu, girurile (1,1,1,1,...),(1,3,1,3,...) si (1,2,3,1,2,3,...) sunt
aritmetice.

Determinati sirurile crescatoare de numere naturale (a,),>o care verifica: pentru orice
m > 2, sirul resturilor impartirilor numerelor ag, a1, as, ... la m este aritmetic.

Solutie:

Fie a = min{axs1 —ap : £ > 0} si k > 0 ai. agy — axp = a. Daca a = 0, pentru
orice m > 2 girul resturilor va contine doua elemente consecutive egale, deci, fiind
aritmetic, va fi constant. Atunci, pentru orice m > 2 avem m|a, — aj pentru orice
k,p > 0 ceea ce implica a, = aj, pentru orice k,p > 0, deci (a,),>o este constant.
Observam ca girurile constante verifica. (1p)

Daca a > 1, sa presupunem ca exista doi termeni consecutivi (z gi y) a caror diferenta
este b > a. Atunci b > 2. Judecand modulo b = |x—yl|, cei doi termeni sunt congruenti
si atunci girul resturilor pentru m = b are doi termeni consecutivi egali, deci este con-
stant. Atunci ar = agy1 (mod b), ceea ce contrazice |axi1 — ax| = a < b. Deci, orice
doi termeni consecutivi au diferenta a. Atunci sirul nostru, fiind crescator, este o
progresie aritmetica de ratie a. (2p)

Cum sirul este strict crescator (a > 1), atunci ay > 2 deci sirul resturilor modulo
as va fi de forma ag, aq,0, ..., iar el fiind aritmetic gi ag < a; > 0, girul de baza este
(ap,a1) (mod az). Atunci, avem ap = 0 (mod ay). Cum ag < as, atunci ay = 0, deci
sirul nostru este de forma (na),>o. (2p)

Atunci, judecand modulo a + 1 > 2, sirul resturilor va avea forma 0,a,a — 1, ..., iar el
fiind aritmetic i 0 < a > a — 1, similar cu rationamentul precedent obtinem a—1 =0
(mod a+1). Cum a—1 < a+1, atunci a—1 = 0, deci obtinem sirul (n),>o. Termenii
acestuia evident genereaza resturi la impartirea cu m > 2 ce sunt progresii artimetice
periodice, pentru orice m > 2. (2p)



