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Problema 1. (Propunitor: Cristina Timofte)

(a) Determinati toate numerele naturale k, cu proprietatea ca doud dintre numerele
k,k+ 1,k + 2 au doar doi divizori, iar celalalt numar are exact trei divizori.

(b) La o impartire de numere naturale, suma dintre impartitor, cat si rest este egala
cu deimpartitul. Sa se arate ca impartitorul este egal cu catul.

Solutie:
(a) Numerele care au doar doi divizori sunt numerele prime p cu divizorii 1 i p. (1p)

Numerele care au trei divizori sunt numerele de forma p?, unde p este numar prim;
divizorii vor fi 1,p, p?. Numerele k. k + 1,k + 2 sunt consecutive, deci cel putin unul
este par. (2p)

Daca numarul par este prim, atunci el este 2 si (k, k+1,k+2) = (2, 3,4), care verifica.
Daca numaérul par nu este prim, este de forma p?, deci p = 2 si numarul este 4. Atunci
convin (k,k+ 1,k +2) € {(2,3,4),(3,4,5)}, pentru ca (4,5,6) contine pe 6 care are
4 divizori. (2p)

(b) d = i-c+r,r < i, unde d este deimpartit, ¢ impartitor gi r rest. Atuncii+c+r = d,
decii-c=1i+c¢,deundei(c—1) =c-1, deci i|c si c|i, deci i = ¢. (2p)



Problema 2. (Autor: Florin Nicoar3)

Fiecare dintre numerele naturale de la 1 la 2021 se coloreaza cu una din culorile rosu
sau albastru. Sa se arate ca exista intre aceste numere cel putin trei colorate cu
aceeasi culoare, astfel incat unul dintre ele sa fie media aritmetica a celorlalte doua.

Solutie:

Intre numerele date existd doud consecutive i si 7+ 1 colorate la fel. In caz contrar,
daca oricare doua consecutive sunt colorate diferit, tripletul 2,4,6 va fi colorat la fel
si cerinta indeplinita. (1p)

Putem presupune ca numerele i,7 + 1 sunt colorate cu rosu si ca ¢+ < 2010. Daca
i > 2010, judecata se face la fel deplasandu-ne spre stanga. (1p)

Daca © 4 2 este rosu, tripletul ¢,7 + 1,7 + 2 indeplineste cerinta. Consideram ca 7 + 2
este albastru. (1p)

Cazul 1. Daca 143 este albastru rezulta ca 144 este rosu, altfel tripletul 142, :+3,i+4
ar corespunde conditiei.

Deoarece i+1 si 144 sunt rosii rezulta :+7 este albastru, altfel tripletul i41,7+4,7+7
ar corespunde conditiei.

Deoarece i si ¢ + 4 sunt rosii rezulta ¢ + 8 este albastru, altfel tripletul 7,7 + 4,7 + 8
ar corespunde conditiei.

Deoarece i+3 si 1+ 7 sunt albastre rezulta ¢+5 este rosu, altfel tripletul i+3,7+5,7+7
ar corespunde conditiei.

1 + 6 rosu rezulta tripletul ¢ 4+ 4,7 4+ 5,47 4+ 6 corespunde conditiei sau ¢ + 6 albastru
rezulta tripletul i + 6,7 + 7,47 + 8 corespunde conditiei. (3p)

Cazul 2. Daca i + 3 este rogu, rationamentul este analog. (1p)



Problema 3. (Autor: Artur Balauci)

O legenda persana spune ca un rege al Persiei voia sa-l rasplateasca pe inventatorul
sahului si l-a intrebat ce isi doreste.

”Ag dori sa puneti un bob de grau pe un patratel al tablei de sah, 2 boabe pe al
doilea patratel, 22, adica 4 boabe pe al treilea patratel, 23, adica 8 boabe pe al pa-
trulea patratel si asa mai departe pana la ultimul patratel. In final ag vrea ca toata
cantitatea de grau sa fie a mea.” - a prezentat inventatorul.

(a) Consideri ca inventatorul sahului a cerut o recompensa mare? Justifica raspunsul.
(b) Aritati cd inventatorul a primit mai mult de 222 - 5!8 boabe de grau.

Solutie:

(a) Inventatorul a primit 1+ 2 + 2% + ... 4+ 2% boabe de grau. (2p)

Fie S =1+2+224 ... 4+2% Atunci 25 =2+ 22+ ... + 2% de unde S = 264 — 1
boabe de grau. (2p)

Recompensa a fost foarte mare. (1p)

(b) 264 — 1 =260.94 _ 1 = (210)6.24 _ 1 > (103)6.24 = 222. 518 (2p)



