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Problema 1. (Autor: Cristi Savescu)

Fie M C My(Z) o multime finita de matrici, toate avand urma impara. Stiind ca
pentru orice A, B € M avem AB € M si tr(A?B?) = tr((AB)?), aritati ca:

(a) pentru orice matrice A € M avem det(A) = 0 i [tr(A)| = 1;
(b) suma matricilor din M este o matrice singulara.

Solutie: (a) Fie A € M. Intrucat A, A2, ..., AF ... € M si M este finitd, vor exista
k,p > 1 pentru care A¥ = A*P (*). Daci A ar fi inversabild, atunci A? = I,. Dar
cum AP € M am avea Iy € M, care are urma 2, fals. Deci det(A) = 0,VA € M. (1p)

Din relatia lui Hamilton-Cayley avem atunci A? = t4 A, unde t4 = tr(A). (1p)

Atunci A™ =171 A, ¥m > 1. Cum A™ # 0, (ar avea urma 0), deducem din (*) c&
tixl = tlfp*l =t =1, deci ty € {—1,1}. (1p)

(b) Cum (AB)? = tr(AB)AB, avem tr((AB)?) = tr*(AB), iar cum |tr(AB)| = 1,
avem tr((AB)?) = 1,VA, B € M, adica, din ipoteza, tr(A?B?) = 1,YA,B € M. (1)

Fie S suma matricilor din M si M; = {A € M|tr(A) = —1 i deci A? = —A} si
My, = {A € M|tr(A) = 1sideci A2 = A}. Cum 0y € M, aceste doud multimi
partitioneaza pe M. Din (1) se observa ca AB € M, daca A € M;, B € M, sau
A€ My, B € M iar AB € M, daca A, B € M; sau A, B € M,. Notam cu p = | M|
it = |Ms|. Atunci tr(S) =t — p.

Observam ca S?= Y. AB= Y, AB+ >, AB+ >, AB+ Y AB, deci

A,BeM A,BeM; A,BEM> AeM, AeMy
BeM> BebM,

tr(S?) = p?* +t* —pt —tp = (t —p)* = tr*(S). Atunci, din relatia lui Hamilton-Cayley
pentru S: S? —tr(S)S + det(S)I, = 0y, daca aplicim urma, avem 2det(S) = 0. (4p)



Problema 2. (Autor: Virgil Petrea)

Aratati ca pentru orice numar real a € [0, 1] exista sirul (a,),>1 cua, € {0,1},Vn > 1,

pentru care

.oart+a+...+a,
lim =a

n—oo n

Solutie:

Daca a € {0,1} consideram (ay,),>1 sirul constant (0 sau 1), iar daca a = 2,0 < p < g,

1 . o L : 4
consideram (a,),>1 un sir periodic de perioada g ce are primele p elemente egale cu
1 §i urmatoarele ¢ — p egale cu 0.

Presupunem ca a € R\ Q i fie A, = W,Vn > 1. Avem a # Ay, Vk > 1. Fie
a; = 0 gi pentru orice k > 1, daca A < a alegem ag,q = 1 i daca Ay > a, alegem
ar+1 = 0. (3p)

Din constructie, daca sirul (A4,),>1 are un numar finit de termeni mai mici la a, atunci

ar = 0, pentru orice k de la un rang N incolo, deci lim A, = 0, deci sirul (A4,),>1
n—oo -

are un numar infinit de termeni mai mici ca a, absurd. Analog sirul (A4,),>1 are un
numar infinit de termeni mai mari sau egali cua (1). (1p)

n n
Observam ca A, 1 — A, = ni Clpg1 — % Z ay iar cum a1, % > a, € [0,1]
k=1 k=
putem spune ca lim A, — A, = 0. (lp)
n—oo

Fie ¢ > 0 si N cu proprietatea ca |A,11 — A,| < €,¥n > N. Atunci din (1), exista
p,q > N astfel incat A, < a si A, > a. Consideram n > max{p, ¢}.

Daca A,, < a, observam ca multimea M = {molN < mg <nsi Ay, > a} este nevida
(¢ € M) si alegem m = max M. Atunci A,,41 = 1 si A, (m+1)Am+1+(" m-l) >
Api, pentru ca a1 = 08l o = ... = a, = 1, alftel s-ar contrazice max1mahtatea
lui m < n in proprietatea A,, > a. Avem atunci A, < A, < a < A, dec
|A, —a| < |An+1 — An| < e. Cazul A, > a este analog, deci nhﬁrgo A, =a. (2p)




Problema 3. (Autor: Cristi Savescu)

Fie functiile f, g : R — R care au proprietatea ca pentru orice x < y, exista t € (z,y)
astfel incat

flx) = fly
G0
r—Yy
(a) Daca lim g(x) = 1, aratati ca lim @ =1
T—r 00 Tr—00

f@)

(b) Daca g este crescatoare gi lim = 1, aratati ca lim g(x) = 1.
T—00 T—00

(¢) In conditiile punctului (b), este necesara conditia ca g si fie cresciittoare?
Solutie:

Presupunem fara a restrange generalitatea ca f(0) = 0.

(a) Fie a > 0. Atunci din mlggo g(x)=1,existab >0al 1l—a < g(r) < 1+a,Vz >b.

Dar Vx > b, 3t, € (b,z) ad. g(t,) = % Atunci 1 —a < W < 1+ a, deci
| —qt {070 _ (-0 bif0)  fe) o (tale 0 )y o4 JOUH) gy s

T T T

Cand a — 0, avem lim @ =1. (3p)
T—>00
(b) Daca g este crescatoare, atunci exista lim g(z), iar cum pentru orice z > 0 exista
T—00

t. € (z,2x) pentru care w = ¢(t,), avem 2 - % — @ = ¢(t,). Facand
x — oo, avem lim ¢(t,) = 1, deci lim g(x) = 1. (3p)

T—00 Tr—00
(c) Da, aga cum o arata functia f(z) = v +sinz si g(z) = f'(z) = 1+ cosz. Teorema

f(x)

Lagrange asigura ca ipoteza e satifsacuta, lim =1, dar lim g(x) nu exista. (1p)
T—00 T—00



