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Problema 1. (Autor: Dan Popoiu)
Determinati z € C astfel incat 5z — 2z — 4 < 0.
Solutie:

Din 522 — 2 —4 € Ravem 522 =z —4 =522 — 2 — 4, deci (z — 2)(bz + 5z — 1) = 0.
(2p)

Daci z —z = 0, atunci z € R si avem solutia z € [-1,1]. (1p)

Daca 5z 4+ 5z — 1 =0, scriem z = x + iy si avem 10x = 1, deci x = %. (2p)

Revenind n relatia din ipotezd avem 5(15 +iy)? — (55 +iy) —4 < 0, adicd 5y>+ 5 > 0,
care este valabila pentru orice y € R.

Asadar, solutiile sunt [—3,1] U {55 + iyly € R}.(2p)



Problema 2. (Autor: Cristi Savescu)

Fie o functie f : R - R gi A= {x e R|f(z) =2} si B={zx € R|f(f(x)) = x}.

(a) Dati exemplu de o astfel de functie pentru care A = 0 i B # 0.

(b) Aratati ca f(B) = B.

(c) Aratati ca daca A gi B sunt finite, atunci |A| si |B| au aceeasi paritate (am notat
cu |A| numarul de elemente al multimii A).

Solutie:

(a) De exemplu f(x) =2 —1,Vz € R* si f(0) = 1. Atunci f(f(0)) =0, f(f(1)) =1
iar dacd z ¢ {0,1} atunci f(z) =2 —1six —1#0, deci f(z — 1) =z — 2, adica
f(f(x)) =2 —2+#x. Asadar B = {0,1}. In mod evident f(x) # z,Vz € R. (2p)
(b) Observam ca daca x € B atunci f(f(f(z))) = f(z), deci f(z) € B. Asadar
f(B) € B. (1p)

Fiex € Bsiy = f(z) € B. Atunci f(y) = z, deci exista y € B astfel incat f(y) = .
Atunci B C f(B) si deci f(B) = B. (1p)

(c) Fiex € B— A. Cum z € B atunci f(x) € Bsi f(x) # z, f(f(x)) =2 # f(x),
atunci putem grupa elementele lui B — A in perechi de forma (z, f(z)), deci are un
numar par de elemente. Cum A C B, ne rezulta ca |B| — |A| = |B — A|, care este
par, de unde concluzia. (3p)



Problema 3. (Autor: Cristi Savescu)

(a) Aritati ci log, 3 > 2v/5 — 3.

(b) Consideram functia f : [0,00) — R. Daca functiile g, h : [1,00) — R definite prin
g(x) = f(logsz) — 4% §i h(x) = f(log, ) — 5% sunt monotone, aratati ca au aceeasi
monotonie.

Solutie:

(a) Se verifica faptul cd log,3 > 2 > 2v/5 — 3. (2p)

(b) Fie functia p : [0,00) — R definitd prin p(x) = g(5%) — h(4%) = 5*" — 45" 2 > 0.
Daca functiile g si h au monotonii diferite, atunci p este monotona. (2p)

Observam ca p(0) = 1.

Studiem ecuatia p(z) = 0. Avem 5" =4 = 4%In5 = 5"In4 = () = 23 = log, 5.
Atunci avem solutia xy = log% log, 5 > 0, iar cum p(0) =1 > 0 = p(xy), rezulta ca p
este descrescatoare. (2p)

Dar din (a) ne rezulta p(1/2) > 1 = p(0), contradictie. (1p)



